CURS 14 APLICATII LINIARE ORTOGONALE SI AUTOADJUNCTE

Cadrul de lucru este V,, un spatiu liniar euclidian finit dimensional, orientat.

1. OPERATORUL LINIAR ADJUNCT AL UNUI MORFISM DE SPATII LINIARE (FACULTATIV)

Deoarece atat aplicatiile liniare ortogonale, cét si cele autoadjuncte (simetrice) se pot caracteriza cu ajutorul
operatorului adjunct, il vom defini si vom prezenta un minim de proprietati ale sale, utile ulterior in demonstrarea
proprietatilor morfismelor ortogonale si simetrice.

Lemma 1. (lema de reprezentare a lui Riesz) Fie V un spatiu liniar euclidian finit dimensional si ¢ : V — R o
forma liniara. Atunci ezista un unic u € V astfel incdt

p(0) =< v,a>, Vo e V.

Fie (V1,<,>1), (V2, <,>2) doud spatii liniare euclidiene si T': V; — V5 un morfism de spatii liniare.

Fixam arbitrar vectorul @w € V5. Consideram forma liniard ¢ : V — R, ¢(0) =< T(7),w >9, YU € V.

Din lema lui Riesz rezultd ca existd un unic vector in V;, pe care il notdm T (w), astfel incat ¢(v) =< 0, T*(w) >4
YoeV &

< T(0),Ww >9=< 0, T"(w) > YU € V.
Definition 2. Fie (V1,<,>1), (Va, <, >2) doud spatii liniare euclidiene si T : V; — V5 un morfism de spatii liniare.
Aplicatia adjunctd a lui T, este aplicatia T : Vo — V; care asociazi oricarui vector @ € Vs, unicul vector T (w)
definit anterior.
<T(0),w >o=< 0, T" (W) >o Vv € V1, YW € Vs.

Proposition 3. Daca T € L (V1,Vs), atunci T* € L (Va, V).

Proof. Fie ay,as € R, w1, wye € Vy arbitrari.

Atunci pentru orice v € Vq, avem < v,T* (011151 +(12’lD2) >o=< T(@),Oéllf)l + oW >o= a1 < T(T}),ﬂ)l >9
+ao < T(’L_}), Wy >= 1 < E,T*(’Lf)l) >9 +tap < ’l_),T*(U_/Q) >o= < T),O[lT*(’J)l) + OLQT*(II/Q) >9.

Cum v e arbitrar, din pozitiva definire a produsului scalar rezultd T* (a1 w1 + aews) = a1 T*(w1) +axT*(we). O

Rezulta imediat ca aplicatia liniara adjuncta are urmaétoarele proprietati.

Proposition 4. 1) (T1 +To)* =TF + T, ¥T1,To € L V1, Vs).

2) (NT)* = XT*, VA e R, VT € L (V1,Vs).

3) (T*)* =T, VT € »C(V17V2).

4) I, = Idy, unde Idy este aplicatia liniard identitate pe un spatiu liniar euclidian V.

5) (T o S)* =S5*oT*, VT € L (VQ,V;),), VS € L(Vl,VQ).

6) Daca A este matricea unui morfism de spatii liniare T € L (V1,Va) in raport cu bazele ortonormate By a lui
V1 si By a lui Vs, atunci matricea A* a lui T in raport cu bazele By, By este transpusa lui A.

M, (T) = (Mp,5,(T))" .

B2 By
Proof. 6) Fie By = {¢;},i € T,n, By = {f;},i € I,m. Coloana k a lui Mp, p,(T) contine coordonatele lui T'(y)
in baza Bs. Deoarece T'(ex) = > ;v < T(ex), fi >2 fi, elementul de pe linia j, coloana k a lui Mg, p,(T) este
< T(ex), fi >a. ~ ~
Analog, pe linia j, coloana k a lui M, _, (T™) este < T*(fx),e; >2=< fk,T(€;) >2, deci coincide cu elementul
de pe linia k, coloana j a lui Mg, g, (T). O

Deoarece vom demonstra ci aplicatiile ortogonale sunt caracterizate de T izomorfism de spatii liniare si T* = T,
iar cele autoadjuncte sunt caracterizate prin T" = T, ne intereseaza proprietatile legate de spectrul unor operatori
liniari cu aceste proprietati.

Theorem 5. Fie (V, <,>) un spativ liniar euclidian de dimensiune finitdn siT € L(V). Atunci au loc urmdatoarele
afirmatii.
1) Daca T este automorfism al lui V si T* = T~1, atunci toate radacinile caracteristice ale lui T au modulul 1.
2) Daca T* =T, atunci toate raddcinile caracteristice ale lui T sunt reale. (in consecinta T admite cel putin o
valoare proprie.)
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Proof. Fie A matricea lui T in raport cu o baza ortonormatd. Fie A € C o radacina caracteristicd a lui 7. Deci

det (A — \I,) = 0, rezultd ca sistemul AU = AU admite cel putin o solutie nebanala, fie ea T = (21, ,z,) € C™.
X1 fl

Notimcu X = [ --- | si X =] --- | matricea conjugata Iui X. Avem AX = AX, deci AX = \X.
T Tn

1) Daca T este automorfism al lui V, atunci matricea Iui T~! este A=%. Deci T* =T ! & Al = A~L.

(AX) (AX) = (AX') (AX) & (X'A71) (AX) = (\V) (X'X) & (1- | A P) (X*X) = 0 =] A |= 1. Am folosit
T#0,deci X'X =30 |z [*#£0.

2) Daci T* =T = A' = A (AX)'X = AX)'X & X' (AX) = A(X'X) & X'(AX) = A (X'X) &
(A=) (X'X) =0= A e R. O

2. APLICATII LINIARE ORTOGONALE

Definition 6. Fie V;, V5 doud spatii liniare euclidiene. Aplicatia T': V; — Vs se numeste transformare ortogonala
dacé péstreazi produsul scalar a oricaror doi vectori, adica

<T(w), T(®) >e=<1u,v >1, Yu,v € V.
S& demonstram ca aceasta conditie din definitia anterioara este suficienta ca o aplicatie ortogonald sa fie liniara.

Proposition 7. 1) Orice aplicatie ortogonald este aplicatie liniard.

2) Aplicatia T : V1 — Vs este ortogonald dacd si numai dacd este aditiva: T(u+ v) = T'(u) + T(v), Yu,v € V;
st pastreazd norma vectorilor: || T (@) ||2=| @ ||1, V& € V1.

3) Aplicatia T : Vy — Vs este ortogonald daca si numai dacd || T'(w) —T(0) ||2=| u—2 |1, Vu,v € Vy si T(0) = 0.

Proof. 1) Pentru simplitatea scrierii nu mai punem indicii 1, 2.

Fie T : V1 — Vs, cu proprietatea < T'(u), T(v) >=< 7,7 >, Yu,T € V1.

Facand u = v =|| T(u) ||=|| @ ||, Va € V1.

B i=|| T(@+7v) - T(@) - T(0) [>=|| T@+) |2 + | T@) |2 + | T(0) |2 =2 < T(@+v), T(@) >

—2<T@+9),T@®) >+2<T@),T ) >

sE=a+o P+ |alP+|o]® 2<u+0T>-2<T+00>+2< 4,0 >= 0 =>T(T+70) =
T(u) + T(v), Yu,v € Vy. Deci T este aditiva.

Fie a € R, 4 € V; arbitrari. || T(au) — oT(@) ||*=|| T(an) ||? + || «T'(@) ||> =2 < T(am),aT(u) >= || ou ||?
+a? || ||? —2a? < @, >= 0. Deci T este omogeni.

2) Implicatia directd a fost deja demonstrata.

Reciproc, sa presupunem ci || T(z) ||=|| @ ||, Va € V1 si T aditiva.

Atunci | T(@+) ||P=[|u+v|*=|T|*+2<u,v>+|v|*=|T@)|?*+2<wv>+|T@) |? Va,v € V.

Deoarece T' e aplicatie aditiva, deducem

| T(@+0) |>=|| T(@) + T@) |*=| T(@) |* +2 < T(@), T([®) > + | T(v) |*, Va,0 € V.

Din cele doua relatii obtinem cia < T'(u),T(v) >=< @, v >, Vu,v € V, deci T este ortogonali.

3) Se demonstreaza similar. 0

Proposition 8. 1. O aplicatie liniara intre doud spatii liniare euclidiene finit dimensionale este ortogonald daca si

. o . ” o . m _
numai dacd matricea sa A = (aij)ieﬁ,jem in raport cu doud baze ortonormate oarecare satisface Y " | ariGr; =
0ij, Vi,5 € 1,n. In particular, un endomorfism al unui spatiu liniar euclidian finit dimensional este aplicatie
ortogonald daca si numai dacd matricea sa in raport cu o baza ortonormatd este ortogonald.

Proof. Fie By = {é1,---,é,} si Ba = {fh S ,f_m} doud baze ortonormate in Vi, respectiv Vs alese arbitrar. Fie
A= (aij)ielTn, jeTm matricea unei aplicatii liniare 7" : V; — V5 1n raport cu aceste baze.
— — m r m r m m
Avem < T'(€:),T(&)) >2=< 3,2y arifrs Doy Gsjfs >2= D00 g QrilsjOrs = 32y Qrilj.
De asemenea, < €;,€; >1= d;;.
. — — — — m . . aa—

Deci < T(e,-),T(ej) >0=< €4,€j >1 Zr:l QriQrj = 5@', Vl,j cl,n.

Daca cele doua spatii liniare coincid, avem m = n si o singurd baza ortonormata, iar relatia anterioara caracter-
izeaza faptul cid A este ortogonald. O

Observam ca bazele ortonormate de mai sus sunt arbitrare, deci daca rezultatul are loc in raport cu o baza
ortonormata particulari, el are loc in raport cu orice alta baza ortonormata. Putem deduce acest lucru si folosind
formula schimbarii matricei unei aplicatii liniare in raport cu doud baze ortonormate diferite.

Corollary 9. Matricea unui endomorfism ortogonal in raport cu o bazd ortonormatd are determinantul +1.
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Definition 10. Un endomorfism ortogonal se numeste de specia I daca determinantul matricii asociate in raport
cu o baza ortonormata este +1. In caz contrar se numeste de specia a [I-a.

Theorem 11. Multimea endomorfismelor ortogonale ale spatiului liniar euclidian V,, finit dimensional formeaza
un grup in raport cu compunerea aplicatiilor, notat O(V) si numit grupul ortogonal al spatiului liniar euclidian V.
Pentru orice fizare a unei baze ortonormate in spatiul liniar euclidian V, existd un izomorfism intre O(V) si O(n),
grupul matricelor ortogonale de ordinul n = dim) .

Proof. Fie f.g € O(V). Atunci fog e L(V)si¥i €V avem || (fog) (@) |=| f(g(@) II=Il ¢ (@) [|=]| @ ||, deci
fogeOW).

Elementul neutru la compunerea aplicatiilor este aplicatia identitate Idy care este evident un endomorfism
ortogonal.

S& demonstrim ci orice endomorfism ortogonal f al lui V este injectiv. Fie 4 € Kerf < f(u) =0 <] f(a) |=
0<| ul=0« uw=0. Deci Kerf = {0} = f este endomorfism injectiv (monomorfism).

Daca dimV = n < oo, atunci dim (Kerf) + dim(Imf) = n = dim(Imf) = n, deci Imf =V < f este
endomorfism surjectiv (epimorfism).

Deci f este izomorfism de spatii liniare. S& demonstrim ca f~' este endomorfism ortogonal. Intr-adevar,
| @) =0 F (@) =l all, vae v |

Izomorfismul de grupuri ciutat este aplicatia ce asociaza fiecirei aplicatii liniare ortogonale matricea sa in raport
cu o baza ortonormata fixata. 0

Multimea endomorfismelor ortogonale de specia I formeaza un subgrup al grupului O(V), numit grupul ortogonal
special (sau al rotatiilor). Evident, multimea endomorfismelor ortogonale de specia a II-a nu formeazi grup in
raport cu operatia de compunere ( aplicatia identitate pe V este de specia I, compunerea a doud endomorfisme
ortogonale de specia a II-a este un endomorfism ortogonal de specia I).

Theorem 12. Fie T € L(V), V spatiu liniar euclidian finit dimensional. Atunci T € O(V) < T este automorfism
al iV si T* =T~ 1.

Proof. Fie T € O(V) si T* operatorul adjunct al lui T. Rezulta < @,7 >=< T(u),T([®) >=< @, (T*oT) (v) >
Vu, o € V = (T*oT)(v) = v, Vo € V. Deoarece orice aplicatie ortogonald este izomorfism liniar, rezultd ca
T =1~

Reciproc, fie T' € £(V) automorfism cu 7% = T~1. Atunci < T(4),0 >=< 4, T*(v) >=< 4, T~1(v) >, Va,v € V.
Fie @, w € V arbitrari, In relatia anterioara luam v = T(w0) = < T'(a),T(w) >=< 4, w >, Vi, w € V. Deci T este
aplicatie ortogonala. O

Theorem 13. Raddacinile caracteristice ale unei aplicatii ortogonale sunt toate de modul 1. Daca A\ este valoare
proprie a lui T € O(V), atunci A = £1.

Proof. Putem utiliza teorema anterioara si rezultatul legat de operatorul adjunct din prima sectiune.

Dar sa dam si o demonstratie directa.

Fie A = a +ib o radicinid caracteristicd a lui T € O(V), a,b numere reale. Fie A matricea lui T in raport cu
o baza B a lui V. Deci ecuatia AZ = AZ admite si solutii nenule in C". Fie Z = X + iY una dintre ele. Deci

AX = aX —-1Y,

)

Fie Z, y vectorii ce au in baza B coordonatele X, respectiv
AY =aY +bX.

AX+iY) = (a+ib)(X +iY) = {

T(z) = aZ — by,

T(y) = ay + bz.

Dar || z |[*=|| T'(2) |*=| az — by |[*= o® || ||+ || T(2) || —2ab < Z,5 >. .
Y Y

Analog || ¢ |[*=[| T(y) 1= az + by [I*=a® || 2 || +b* | T'(2) [|* +2ab < z,7 >.
Scizand cele doua relatii, folosind || Z ||2 + || 7 ||?# 0, obtinem a? +b% =1 <| A |= 1.

Y. Deducem

Urmatorul rezultat va fi util in clasificarea endomorfismelor ortogonale.

Lemma 14. Daca un endomorfism ortogonal f invariaza un subspatiu liniar U, atunci f invariazd si ortogonalul
acestuia. In plus, restrictiile lui f la U, respectiv U+ sunt automorfisme ortogonale.

Proof. Presupunem U Cg; V si f(U) C U. Dar f este bijectie, deci f(U) = U si fjy : U — U e o bijectie. Fie
Z € Ut si § € U oarecare. Deoarece filv + U — U e o bijectie, rezulta ca exista z € U a.i. § = f(Z). Deci
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< f(z),y >=< f(z), f(2) >=< 2,2 >=0. Deci f(z) € U+,Vz € U+ = f(U+) C UL. Restrictia lui f la UL este
un automorfism ortogonal. O

Exemple de aplicatii ortogonale.

Definition 15. Fie V,, un spatiu liniar euclidian orientat n dimensional (n < c0) si W, un subspatiu liniar al sau,
p dimensional, p € 1,n — 1.

Fie W+ complementul ortogonal al lui W in V. Se stie ca W @ W+ = V. Atunci Va € V, 3y € W, Ila, € Wt
ai. @ =uy + Us.

Definim proiectia ortogonald a vectorului @ pe W prin Pry (@) = @ , iar proiectia ortogonald a vectorului 4 pe
W+ prin Pryy. (@) = .

Proiectia ortogonala a spatiului liniar euclidian V,, pe W este aplicatia Pry : V — V ce asociazi fiecarui @ din
W proiectia sa ortogonala pe W, Pry (@) = 4.

Simetria ortogonald a spatiului liniar euclidian V,, fatd de W este aplicatia definita prin Sy : V — V, Sy =
2PT’W — Idv.
Deci Sw (@) = @4y — ts = Prw (a) — Pryy. (@).

Theorem 16. Simetria ortogonald a lui V,, fatd de subspatiul liniar W, este endomorfism ortogonal involutiv. Dacd
n — p este par, atunci Sy este de specia I, iar daca n — p este impar, atunci Sy este de specia a Ila.

Proof. Stabilim mai intai o formuld de calcul pentru Sy (@).

Fie {@1,az, -+ ,a,} o bazi ortonormata pozitiva a lui W si {ap41,dp42, -+ ,@n_p} 0 baza ortonormata a lui W+,
Atunci B = {ay,as,--- ,a,} este o bazi ortonormata a lui W @ W+ = V.
) Pentru orice 4 € V, 4 = Uy + U2, 41 = Prw (a) = >.0_, x'a;, iUy = Pry. (u). Deci @ = P 'a; + Uo.
Inmultind scalar aceasté relatie respectiv cu a1, ag, - - - , Gy, folosind a; L 4y, Vi € 1,p, obtinem z* =< u,a; >, Vi €
1,p. Deci

P P
(2.1) Pry (@) =Y <,a; > a6, Sw(i)=2) <u,a>a -
i=1 i=1

Din aceastd formuld, folosind faptul ca produsul scalar este o aplicatie biliniara, rezultd imediat ca simetria
ortogonala fatd de W este endomorfism liniar.

S‘%V (ﬂ) = Sw (’111 — ﬂg) = Sw (’17,1) — Sw (122) = Uu; — (—ﬂg) = Uy + us = u, Vu € V. Deci S‘Q;V = Idy, adicd Sw
este involutiv.

S& determindm acum matricea lui Sy in raport cu baza {a1,as,- - ,a,} ortonormati aleasi anterior, adaptatd
descompunerii V = W & W+,

Deoarece Sw (a;) = a;, Vi € 1,p si Sw (a;) = —a;, Vi € p+ 1,n, rezulta

Mp (SW) = ( o Ip Op,nfp ) ,

n—p,p _Infp

care este o matrice ortogonald. Deci Sy este endomorfism ortogonal. det Mp (Sw) = (—1)""", de unde rezulta si
specia acestui endomorfism ortogonal, in functie de paritatea lui n — p. O

Remark. In particular, intr-un spatiu liniar euclidian orientat 2 dimensional,Vs, considersm subspatiul liniar 1
dimensional W generat de vectorul unitar @. Deci W = [a] este o dreaptd vectoriala.

Simetria ortogonald in raport cu dreapta vectoriala W = [a], @ unitar, sau mai simplu simetria ortogonald axiala,
este aplicatia Sz : Vo — Vs, definitéd prin

Sz(w) =2<a,u>a—u, Vue.

Alegand o bazd ortonormatd pozitivi convenabild in V, si anume {@,b}, || b ||= 1, b L @, se poate determina
. . L 1 0
matricea simetriei axiale in raport cu aceasta baza: A = < 0 —1

Deci simetria axiald in plan este o transformare ortogonala de specia a II-a.
Se poate demonstra usor ci dacd B’ = {i,j} e o bazi ortonormata arbitrari,

. cos20  sin20 = _
atunci Mp: (Sig)) = ( Sn20 — cos20 ), unde 0 = Z,(i, a).

Intr-adevar @ = cos 0i+sin 675, deci Sig) (i) = (2cos? 0 — 1) i+2sin 6 cos 6, Sz (j) = 2sinf cos fi+ (2sin® 6 — 1) j.
Fie (Vs3,<,>) un spatiu liniar euclidian orientat. Formula pentru simetria axiali Sz este aceeasi.
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Fie baza {d, by, 52} ortonormata, cu by, by € [a]*. Matricea lui Sz in raport cu aceasta baza este

1 0 0
A=10 -1 0 , deci este un endomorfism ortogonal de specia I.
0o 0 -1

Simetria ortogonala fata de W = [a]t = [by, by], numit si simetrie planara, este

Sw (W) =2 <U,by >b; +2<TU,by >by—7, VU € V.

Se poate verifica ca Sy = —95;.
-1 0 0
Matricea ei in raport cu baza anterioara este A = 0 1 0 |, decieste un endomorfism ortogonal de specia
0 0 1
a ITa.

Observam ca in general un operator ortogonal nu este diagonalizabil. Dar daca este, evident cad matricea sa
diagonald va avea doar elementele nenule 1, —1. In plus, deoarece vectorii proprii corespunzitori valorilor proprii 1
si —1 sunt ortogonali, putem alege baza in raport cu care operatorul are matricea diagonala sa fie ortonormata.

Dar cum aratd matricea unui operator ortogonal daca acesta nu este diagonalizabil?

Lemma 17. (facultativ) Orice endomorfism al lui V,, admite cel putin un subspatiu invariant de dimensiune 1 sau
2.

Proof. Daca T € L(V,) are o valoare proprie )\, atunci subspatiul propriu corespunzitoe ei U(X) # {0} si este
invariant prin T. Daca 4 € U()), @ # 0, atunci [@] e un subspatiu 1 dimensional, invariant prin 7.

Daca toate radicinile caracteristice ale lui T' sunt complexe nereale, consideram una dintre ele, A = a +ib. Fie A
matricea lui T" in raport cu o baza B a lui V. Deci ecuatia AZ = AZ admite si solutii nenule in C". Fie Z = X +4Y
AX = aX —VbY,

Fie z, 4y vectorii ce au in baza B
AY =aY + bX.

una dintre ele. Deci A(X +14Y) = (a + )(X +14Y) = {

T(Z) = aZ — by,
T(y) = ay + bZ.
liniar independenti si deci [Z, §] este un subspatiu 2 dimensional invariant prin 7.

coordonatele X, respectiv Y. Deducem { Se demonstreaza prin reducere la absurd ca Z, g sunt

O

3. ENDOMORFISME AUTOADJUNCTE (FACULTATIV)

Definition 18. Fie V un spatiu liniar euclidian finit dimensional. Endomorfismul 7": V — V se numeste autoad-
junct sau simetric dacd < T(z),y >=< z,T(y) >, Vz,5 € V.

Remark 19. T : V — V este autoadjunct < T =T

Corollary 20. 1) Un endomorfism T : V — V este autoadjunct < matricea sa in raport cu o bazd ortonormatd
este simetrica.

2) Toate raddcinile caracteristice ale unui endomorfism autoadjunct sunt reale. Deci un astfel de endomorfism
are cel putin o valoare proprie.

Example 21. Proiectia ortogonald pe un subspatiu liniar si simetria ortogonala fatd de un subspatiu liniar sunt
endomorfisme simetrice.

Proposition 22. Vectorii proprii ai unui endomorfism simetric, corespunzdatori unor valori proprii distincte, sunt
ortogonali.

Proof. Fie A # v valori proprii distincte,  vector propriu corespunzator lui A, § vector propriu corespunzator lui
v. Atunci < T(Z),§ >=<Z,T(y) > A —v) < 3,7 >=0=<Z,§ >=0. O
Proposition 23. Dacd un endomorfism simetric f invariazd un subspatiu liniar U, atunci f invariazd si ortogonalul

acestuia. In plus, restrictia lui f la U, respectiv UL este un endomorfism simetric.

Proof. Fie U C; V a.i. f(U) C U. Fiez € Ut si § € U arbitrar. Avem < f(z),5 >=< Z, f(§) >= 0, deoarece
T e UL, f(y) € U. Deci f(z) L y,Vg € U= f(z) € U-. Am demonstrat astfel f(UL) C UL. Restul este
evident. 0

Theorem 24. Pentru orice endomorfism simetric existd o baza ortonormatd formatd din vectori proprii, in raport
cu care matricea acestuia este diagonald.
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Proof. Deoarece endomorfismului simetric f are cel putin o valoare proprie, alegem un vector propriu arbitrar core-
spunzitor acesteia si il normam. Il notdm cu &. Deci [€1] este invariant prin f . Din propozitia anterioard rezulta
ca f invariaza si V) = [é]* si Jiv, este endomorfism simetric. Acesta admite si el cel putin o valoare proprie. Fie
€ un vector propriu al lui fjy,, unitar. é; € Vi = € L e;. Fie V, = [61, 2], Analog f(Va) C Va si fiv, este
simetric. Deci si el admite un vector propriu unitar. Observim cid dimV; = n — i, deci dupa n pasi, continuand
procedeul, obtinem n vectori proprii unitari, mutual ortogonali, deci liniar independenti. Deoarece dim) = n,
rezulta ca acestia formeaza o baza ortonormata a lui V si evident matricea lui f in aceastd bazi este diagonala.
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